1 – лекция.
Дифференциалдық  теңдеулердің негізгі түсініктері мен анықтамалары.
Бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер.              
Тәуелсіз айнымалыны, ізделініп анықталатын белгісіз функцияны және оның әр түрлі ретті туындыларының ең болмағанда біреуін нақтылай байланыстыратын теңдік дифференциалдық теңдеу деп аталады. Егер белгісіз функция тек бір ғана тәуелсіз айнымалыдан тәуелді болса, ондай теңдеуді жай дифференциалдық теңдеу, ал бірнеше аргументтен тәуелді болса – дербес туындылы дифференциалдық теңдеу деп атайды. Теңдеуге кіретін туындылардың ең жоғарғы реті дифференциалдық теңдеудің реті деп саналады. 

  Мысалы:  - бірінші ретті дифференциалдық теңдеу;

                    - үшінші ретті дифференциалдық теңдеу.

	Жай дифференциалдық теңдеудің туынды бойынша шешілмеген түрі мынадай қатынаспен беріледі:

		(1)

Мұндағы х - тәуелсіз айнымалы, у – белгісіз функция, ал - оның туындылары.
	Әдетте теңдеудің ең жоғарғы реттегі туындысы бойынша шешілген түрі қарастырылады. Ол былай жазылады:

       (2)
Дербес туындылы дифференциалдық теңдеулерді тәуелсіз айнымалылардың санына байланысты әртүрлі етіп жаза беруге болады. Солардың ішінен екі тәуелсіз айнымалыға байланысты түрін мына түрде жазуға болады:

	     (3)

Мұндағы х, у – тәуелсіз айнымалылар, u – белгісіз функция, ал  – дербес туындылар.
Егер белгісіз функциялар бірнешеу болса, онда сол функциялар санына байланысты дифференциалдық теңдеулер жүйесі қарастырылады.
Дифференциалдық теңдеулердің шешімін табуды интегралдау деп атайды.
Жай дифференциалдық теңдеудің шешімінің жазықтықтағы графигі интегралдық қисық, ал дербес туындылы дифференциалдық теңдеудің шешімінің кеңістіктегі геометриялық кескіні интегралдық бет деп аталады.
         Біз бұл тарауда бірінші ретті жай дифференциалдық теңдеулерді қарастырамыз және осы теңдеудегі тәуелсіз айнымалыны нақты деп есептейміз. Мұндай теңдеудің туынды бойынша шешілмеген түрі төмендегі қатынаспен жазылады:
F(x,y,y´)=0                 (4)


Мұнда х-тәуелсіз айнымалы,  – белгісіз функция,  - туынды, ал F-берілген функция. Осы теңдеудің туынды бойынша шешілген түрі былай жазылады:

=f(x,y)	           (5)
мұндағы f(x,y)-жазықтықтағы кейбір D облысында үздіксіз бірмәнді анықталған функция деп есептелінеді. 

Нақты қарастырайық. Бұл аралық тұйық та, ашық та, ақырлы немесе ақырсыз да болуы мүмкін. Соңғы жағдайда  болуы мүмкін.
Анықтама 1. <a, b>  аралығында анықталған y=(x) фцнкциясы (5) теңдеудің шешімі деп аталады, егер ол мынадай үш шартта қанағаттандырса:
1. (x) функциясы <a, b>  аралығының барлық нүктесінде дифференциалданатын болса;
2. (х, (x))D,  x<a, b>;
3. (x)=f[x, (x)],  x<a, b>.

Кейбір жағдайларда (5) теңдеумен қатар оның аударылған түрі де қарастырылады:

                              (6)
Бұл теңдеу сол жағдайда қарастырылады, егер f(x,y) функциясы D облысының кейбір нүктесінің жақын аймағында шексіздікке айналып жатса. Егер  f(x,y) шексіздікке ешқандай нүктеде жақындамаса, онда (5) және (6) теңдеулердің шешімдері яғни олардың интегралдық қисықтары бір болады. Бұдан шығатын қорытынды: (5) теңдеудегі айнымалы х және у-тің кез келгенін тәуелсіз айнымалы деп қарастыруға болады да, екіншісін соған тәуелді функция деп алуға болады.
Сондықтан көп жағдайда (5) теңдеуді оның симметриялық түрінде жазады:
M(x,y)dx+N(x,y)dy=0	             (7)
Мұндағы M(x,y) және N(x,y) функцияларын кейбір D облысында анықталған және үздіксіз деп есептейміз. Егер D облысындағы бір (х0,у0) нүктесінде 
M(х0,у0)+N(х0,у0)=0	          (8)
болса, онда ол нүктені ерекше нүкте деп атайды. 
(7) теңдеуді (5) және (6) түрге келтірсек:


   немесе      		(9)
түрінде жазамыз. Ал соңғы (9) қатынасты мына түрде жазуға болады:

		             (10)
Осы  (10) теңдеуді де дифференциалдық теңдеудің симметриялық түрі деп атайды.

Жоғарыда келтірілген (5) дифференциалдық теңдеуге геометриялық түсініктеме беруге болады. Бұл теңдеудің шешімі ХОУ жазықтығындағы D облысында кейбір қисықты анықтайды. Осы D облысының кезкелген бір (х0,у0) нүктесін алсақ, онда теңдеу  бойынша  ол нүктеде  теңдігін аламыз. Ал туындының геометриялық мағынасы бойынша – белгілі бір нүктедегі туынды сол нүктеде функцияға жүргізілген жанамалық х осінің оң бағытымен жасайтын бұрыштың тангенсіне тең. Сондықтан әрбір нүктеге сол жанамамен бағыттас бірлік вектор сәйкес қойсақ, онда берілген дифференциалдық теңдеу D облысында векторлар өрісін анықтайды. Осы өрісті бағыттар өрісі деп атайды. Теңдеудің интегралдық қисығының D облысында жүргізуге болатын басқа қисықтардан бір айырмасы – оның кезкелген нүктесінде жанаманың бағыты сол нүктедегі өріс бағытымен беттесіп жатуы. Демек, геометриялық тұрғыдан дифференциалдық теңдеуді интегралдау дегеніміз кез келген нүктесіне жүргізілген жанамасының бағыты осы нүктедегі өріс бағытымен беттесіп жататын қисықты табу болып саналады.


   1-мысал.  функциясы  теңдеуінің шешімі екендігін көрсету.




   Шешімі. Берілген теңдеу бірінші ретті дифференциалдық теңдеу, себебі теңдеудегі функция туындысының ең үлкен  реті бір.  функциясын және оның бірінші ретті туындысын берілген теңдеуге қоямыз.Сонда,  және .Яғни  функциясы берілген теңдеуді тепе-теңдікке айналдырды, демек бұл функция теңдеудің шешімі.


     2-мысал.  функциясы  теңдеуінің шешімі екендігін көрсету керек.



   Шешімі. Берілген теңдеу екінші ретті.  және  екендігін ескеріп, берілген теңдеуге -тің мәндерін қойсақ, онда



Демек,  функциясы берілген дифференциалдық теңдеудің шешімі.         
      Айнымалылары ажыратылып бөлінетін теңдеулер
Берілген теңдеудің шешімін сол теңдеуге кіретін айнымалылар және олардың интегралы түрінде өрнектелген теңдеуді квадратура арқылы интегралдау деп атайды. Бұл параграфта кейбір оңай интегралданатын теңдеулердің түрлерін келтірейік.
1. Теңдеудің оң жағы белгісіз функцияға тәуелсіз:


Мұнда f(x) функциясы берілген <a, b> аралығында үздіксіз деп есептелінеді. Бұл теңдеудің жалпы шешімін табу үшін одан анықталмаған интеграл алсақ жеткілікті:

 (2)
Бұл өрнек Коши түрінде былай жазылады:

 (3)
Мұнда х0 – берілген сан деп, у0 – кез келген сан деп есептелінеді.
2. Теңдеудің оң жағы белгісіз функцияға ғана тәуелді:


 (4)
Мұнда f(y) функциясы кейбір <с, d> аралығында үздіксіз деп есептелінеді және осы аралықта нөлге айналмасын. Онда бұл теңдеуді аударып жазуға болады:

 (5)
Соңғы теңдеуді жалпы шешімін табу үшін оның екі жағын dy –ке көбейтіп, анықталмаған интеграл алсақ жеткілікті:

 (6)
немесе Коши түрінде:

 (7)
Мұнда у0 – тұрақты сан деп, ал х0 – кез келген сан деп есептелінеді.
3. Жоғарыда келтірілген теңдеулер айнымалылары ажыратылып бөлінетін теңдеулер қатарына жатады.
Мұндай теңдеулерді жалпы түрі былай жазылады:


Осы теңдеуге f2(y) және f3(x) функциялары берілген облыста нөлге тең болмаса, онда теңдеудің екі жағын f2(y)·f3(x) көбейтіндісіне бөлсек, мынадай қатынас аламыз:

 (9)
Бұл келтіру айнымалыларды ажыратып бөлу тәсілі деп аталады. Жалпы, айнымалыларды ажыратып бөлу деп  d(x) –тің алдында тек х-қа тәуелді, ал dy –тың алдында тек у-ке тәуелді функциялардың тұруын қамтамасыз етуді айтады.
Соңғы теңдеудің жалпы шешімін табу үшін екі жағынан анықталмаған интеграл алсақ жеткілікті:

 (10)
немесе Коши түрінде:

 (11)
4. Айнымалылары ажыратып бөлінетін теңдеулер қатарына басқада теңдеулерді жатқызуға болады. Олар кейбір алмастырулар арқылы оңай интегралданады.  Солардың бірі,

 (12) 




түріндегі теңдеулердің  алмастыруы арқылы айнымалылары оңай бөлінеді. Шынында да, соңғы алмастырудан туынды тауып, теңдеуге қоятын болсақ, мынандай қатынастар аламыз:



немесе 
Соңғы қатынастан:


өрнегін аламыз, яғни айнымалылар бөлінді. Осыдан интеграл алсақ, онда жалпы интегралды мына түрде жазуға болады:
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1 - тапсырма.
1-18 есептердегі айнымалылары ажыратылып бөлінетін теңдеулердің жалпы шешімін (жалпы интегралын) анықтыңыз.
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3.                            4. 


5.                                 6. 
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9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19-30 есептердегі айнымалылары ажыратылып бөлінетін теңдеулердің, көрсетілген алғашқы шартты қанағаттандыратын дербес шешімін табыңыз.
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21.    
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24.                  


25.                      


26.             


27.                           


28.     

2 – лекция

Біртекті теңдеулер 

Әдетте біртекті теңдеу деп – берілген теңдеудің оң жағындағы f (x,y) функциясы кез-келген  S саны үшін

                   (14)
теңдігін қанағаттандыратын жағдайды айтады. Мұнда m- cаны біртектіліктің дәрежесі деп аталады.

   1-мысал.  функциясы екінші өлшемді біртектес функция, себебі:




   2-мысал.  функциясы нөлінші өлшемді біртектес функция, себебі: 


Яғни,  немесе 



Егер  деп алсақ, онда  болады да, теңдеуді былай жазуға болады:

                      (15)

Мұндай теңдеулердің  алмастыруы арқылы айнымалыларын бөлуге болады:


Осыдан



теңдеудің аламыз. Егер , онда 


Бұдан интегралдау арқылы


өрнегін аламыз. Логарифмсіз жазатын болсақ, онда 

                                 (16)

түріндегі қатынасты аламыз. Соңғы интегралдың алғашқы функциясы айқындалса, ондағы z –тың орнына  өрнегі қойылуы керек.

   3-мысал.  теңдеуінің  жалпы шешімін табу.
   Шешімі. Мүшелеп инегралдап, теңдеудің жалпы интегралын аламыз, яғни


 немесе .



Соңғы теңдеуді -ке қатысты шешіп, берілген теңдеудің шешімін аламыз, яғни  немесе  (жалпы шешім).

   4-мысал.  теңдеуінің  шешімін анықтау. 



   Шешімі. Бұл теңдеу (11) түрдегі айнымалылары ажыратылатын теңдеу. Айнымалыларын ажыратсақ, онда . Екі жағын да интегралдап оның жалпы интегралын аламыз:
, немесе  (жалпы интегралы).


Соңғы теңдеуді ке қатысты шешіп, теңдеудің жалпы шешімін аламыз, яғни 

   5-мысал.  теңдеуін шешу.

   Шешімі. Бұл теңдеу айнымалылары ажыратылатын теңдеу. Екі жағын да  өрнегіне бөлсек, онда айнымалылары ажыратылған теңдеу аламыз:

.


Екі жағын да интегралдау арқылы оның жалпы интегралын аламыз, яғни , немесе  (жалпы интеграл). 


Соңғы теңдеуден:
, немесе  (жалпы шешім).

   6-мысал. теңдеуін анықтау.



   Шешімі. Функцияның туындысын дифференциал  арқылы өрнектесек, онда  . Бұдан, 


Теңдеудің екі жағын да -ке бөліп, айнымалылары ажыратылған теңдеу аламыз, яғни .
Соңғы теңдеуді интегралдау арқылы берілген теңдеудің шешімін табыңыз.

 (жалпы интеграл).

   7-мысал.  теңдеуін шешу. 

   Шешімі.  екендігін ескерсек, онда:

  .

Соңғы теңдеудің екі жағын да -ке көбейтіп, шыққан теңдеуді интегралдап, берілген теңдеудің шешімін табамыз. Онда: 



2 – тапсырма.

Біртекті теңдеулерді шешіңіз.

31-45 есептердегі біртекті теңдеулердің жалпы интегралын (жалпы шешімін) табыңыз.


31.                                Жауабы: 
32. (x+y)dx+2xdy=0.                   Жауабы: x(x+3y)²=C


33.              Жауабы: 


34.       Жауабы: .


35.                   Жауабы: .

36. y²dx+(x²-xy)dy=0.                 Жауабы: .

37.                           Жауабы: x²+y²=Cx²y².

38. yy=2y-x.                               Жауабы:  .


39. .                 Жауабы: .

40. (x-y)ydy-x²dy=0.                 Жауабы: . 
41. 2xyy=x²+y².                        Жауабы: x²-y²=Cx.


42.               Жауабы: .


43.                            Жауабы: .
44. (x²+y²)dx-2xydy=0.             Жауабы: (x-С)² -y²=C².


45. .           Жауабы:.

16-21 есептердегі біртекті теңдеулердің, көрсетілген алғашқы шартты қанағаттандыратын дербес шешімін табыңыз.
16. (2x-3y)dx+xdy=0;y(1)=-1.       Жауабы: y=x-2x³.


17.   Жауабы: .


18. .     Жауабы:  .


19. .        Жауабы: .


20. xy=y(3+lny-lnx);        Жауабы: .


21.              Жауабы: .

1-5 есептердегі теңдеулердің жапы интегралын немесе жапы шешімін табыңыз.


1. .          Жауабы: .


2. .         Жауабы: .


3. .      Жауабы: .


4. .            Жауабы: .

5. х=0, у=0,5 болғандағы , теңдеуінің шешімін табыңыз.    

Жауабы: .

3 – лекция.
Бірінші ретті сызықты дифференциалдық теңдеулер

Белгісіз функция мен оның тындысы сызықты  түрде, яғни бірінші дәрежеде байланысқан теңдеуді сызықты дифференциалдық теңдеу деп атайды. Сызықты теңдеудің келтірілген түрін қарастырайық:
y´+p(x)y=q(x)	                       (1)
Мұнда p(x), q(x) функциялары кейбір <a, b> аралығында анықталған және үздіксіз деп есептелінеді. Егер q(x)0 болса, онда (1) теңдеуді біртексіз сызықты теңдеу деп, ал q(x)=0 болса, онда біртекті сызықты теңдеу деп аталынады:
y´+p(x)y= 0		                     (2)
Көбінесе (2) теңдеуд (1) теңдеудің сәйкес біртектісі деп атайды. 
Біртекті (2) теңдеу айнымалылары ажыратылатын теңдеу. Екі жағын у-ке бөліп, мынандай теңдеу аламыз: 


Осы қатынасты интегралдасақ:


өрнегін аламыз. Логарифмсіз жазсақ,

                                          (3)
түріндегі (2) теңдеудің жалпы шешімін аламыз. Егер y=0 жағдайды қарастырсақ ол осы жалпы шешімнің c=0 болғандағы мәніне сәйкес келетін шешім. Сондықтан y=0 - дербес шешім. Оны нөлдік немесе тривиaль шешім деп те атайды және ол барлық уақытта бар шешім.
	Біртекті (2) теңдеудің (3) жалпы шешімін Коши түрінде жазсақ, былай жазылады:

                               (4)
мұнда  х0 -тұрақты сан, ал у0 -кезкелген сан деп есептелінеді.
	Біртекті теңдеу шешімдерінің екі қасиетін атап өтейік:
1. егер у1 және у2 функциялары (2) теңдеудің шешімдері болса, онда олардың қосындысы: уу1+ у2 функциясы да сол теңдеудің шешімі болады.
2. егер у1 функциясы (2) теңдеудің шешімі болса, онда ус у1 функциясы да (с- кезкелген сан( сол теңдеудің шешімі болады.
	Бұл қасиеттерді келесі тарауда сызықты теңдеулердің жүйесін қарастырғанда дәлелдейтін боламыз.
Енді берілген біртексіз (1) теңдеуге оралатын болсақ, оның жалпы шешімін табу үшін мынандай әдістерді қолдануға болады.
1. Тұрақты санды вариациялау әдісі (Лагранж әдісі). 
Біртексіз (1) теңдеудің жалпы шешімін біртекті (2) теңдеудің жалпы шешімі – (3) түрде іздейміз, бірақ мұндағы с санын х-қа байланысты айнымалы функция деп есептейміз:

 	                       (5)
Осы функцияны (1) теңдеуге апарып қоялық:

Бұдан 


теңдеуін аламыз. Енді осы теңдеуді интегралдасақ, онда 

			(6)
өрнегін аламыз. Мұнда с0- кезкелген тұрақты сан. Осы (6) өрнекті (5) қатынасқа апарып қойсақ, онда біртексіз (1) теңдеудің жалпы шешімін аламыз:

		(7)
Соңғы шешімді Коши түрінде жазсақ, онда мынандай өрнек аламыз:

				(8)
мұнда х0 -тұрақты сан, ал у0 -кезкелген сан деп есептейміз.
2. Бернулли әдісі.
Біртексіз (1)теңдеудің шешімін y=u(x)v(x) түрінде іздейміз. Сонда:

					(9)


Мұндағы  u(x) функциясын біртекті теңдеудің шешімі  түрінде алсақ, онда (9)  қатынастан


Теңдеуін аламыз. Осыдан интегралдау арқылы 

	(10)
болатынын көреміз. Мұнда с- тұрақты сан.
Табылған U(x) және V(x) функцияларының көбейтіндісі y(x) функциясын беретін болғандықтан:


яғни жалпы шешім – (7) түрге келеміз. 
3. Интегралдаушы көбейткіш әдісі (Эйлер әдісі). 

	Берілген біртексіз (1) теңдеудің екі жағын  функциясына көбейтіп, ықшамдап жазатын болсақ, онда мынандай қатынас аламыз:


Осы қатынасты интегрлдасақ:


ал бұдан:


Тағы да жалпы шешім – (7) түрге келдік. 
Жалпы, белгілі бір теңдеудің шешімін іздегенде жоғарыда келтірілген әдістердің есептеу жолын қайталамай-ақ дайын (7) өрнекті пайдалану керек.
Енді сызықты теңдеуге келтірілетін теңдеулерді қарастырайық.
Мына түрдегі теңдеуді
y’+p(x)y=q(x)yn			 (11)
Бернулли теңдеуі деп атайды. Егер n=0 не n=1 болса, онда бұл теңдеу сызықты теңдеуге айналады. Сондықтан n0,1  - жағдайды қарастырамыз. 
Бұл жағдайда
z=y1-n
Алмастыруын енгізсек, мынандай теңдеу аламыз:
z’+(1-n)p(x)z=(1-n)q(x) 			(12)
Бұл сызықтық біртексіз теңдеу. Оның жалпы шешіміндегі z–тың орнына y1-n–ты қойсақ. Бернулли теңдеуінің жалпы шешімі алынады:

 	(13)
Бернулли теңдеуіне кей жағдайларда келтірілетін теңдеудің біреуі Рикатти теңдеуі:
y=p(x)y2+q(x)y +z(x) 		 (14)
Бұл теңдеу жалпы жағдайда тұйық түрде интегралданбайды, бірақ оның бір дербес шешімі белгілі болса, ол Бернулли теңдеуіне келтіріледі. Айталық, y=(x) (14) теңдеудің белгілі бір аралықтағы шешімі болсын. Рикатти теңдеуіне z=y-(x) алмастыруын енгізсек, онда 
z-[zp(x) (x)+q(x)]z=p(x)z2 		(15)
Түріндегі Бернулли теңдеуін аламыз. Ал бұл теңдеудегі өз кезегінде сызықты теңдеуге келетінін жоғарыда көрсеткенбіз. 

1-мысал.  теңдеуінің жалпы шешімін табу.


Шешімі.  Берілген теңдеудің шешімін  және  функцияларының көбейтіндісі ретінде іздестіреміз. 

Яғни  екендігін ескеріп, берілген теңдуеді төмендегідей түрге келтіреміз:


 немесе   (4)

Жақшаның ішіндегі өрнек нөлге тең болатындай етіп  функциясын таңдап
 аламыз, яғни:



 немесе  бұдан 

Соңғы теңдеуді интегралдап, бұл теңдеудің қандайда бір дербес шешімін аламыз, мысалы  болғанда


 немесе .

ның бұл  мәнінде (4) теңдеу мына түрге келеді:


 немесе 
Соңғы теңдеуді шешсек:


Сондықтан берілген теңдеудің шешімі:


 немесе  

   2-мысал.   теңдеуінің жалпы шешімін анықтау.


   Шешімі.   деп, екендігін ескеріп, теңдеуді төменгі түрге келтіреміз:


 немесе .


 және   функцияларын анықтау үшін, айнымалылары ажыратылатын теңдеулер жүйесіне келеміз:

                               

Бірінші теңдеуді шешіп,  болғандағы дербес шешімін табамыз:



 болғандықтан, екінші теңдеуден:


Берілген теңдеудің жалпы шешімі:




   3-мысал.   алғашқы шарттын қанағаттандыратын  теңдеуінің дербес шешімін табу.


   Шешімі.   деп,   екендігін ескеріп, берілген теңдеуден:


 немесе .


 және  функциялары үшін


теңдеулер жуйесін шешеміз.

Бірінші  теңдеуден  

ның мәнін ескеріп, екінші теңдеуден:


 бұдан .

Берілген теңдеудің жалпы шешімі: 


 болғанда  шартын қанағаттандыратын дербес шешімін табамыз:


, яғни  .

Алғашқы шартты қанағаттандыратын берілген теңдеудің дербес шешімі: 


   4-мысал.   шартын қанағаттандыратын  теңдеуінің дербес шешімін анықтау.



   Шешімі.  Теңдеудің екі жағында  өрнегіне бөліп, ,  алмастыруларын  орындап, берілген теңдеуден:


 немесе 


 және  функцияларын табу үшін, 


теңдеулер жүйесін шешеміз.

Бірінші теңдеуден  функциясының дербес шешімін табамыз:




 екендігін ескеріп, екінші теңдеуден  функциясының мәнін табамыз:

.

Берілген теңдеудің жалпы шешімі:  .



Бұл шешімнен,  болғанда  болатындай С тұрақтысының мәнін табамыз: .

Теңдеудің жалпы шешіміндегі С-ның орнына 1 санын  қойып берілген теңдеудің дербес шешімін аламыз:     .


   5-мысал.   шартын қанағаттандыратын  теңдеуінің шешімін табу.







   Шешімі.  Берілген теңдеу  және -ке қарағанда сызықты емес. Ал егер -ты -ке қатысты функция ретінде қарастырып,   екендігін ескерсек, онда  және -ке қарағанда сызықтық теңдеу аламыз:



Әдеттегідей  десек онда:

 бұдан




 және  функциялары үшін:



Бірінші теңдеуден -ты табамыз:

.


-ның табылған мәнін пайдаланып, екінші теңдеуден -ты табамыз:


(Бұд жерде бөлімшелеп интегралдау әдісі пайдаланылған).
Яғни берілген теңдеудің жалпы шешімі:

.


 болғанда  екендігінен:


 бұдан 


Олай болса,  немесе  - ізделінді дербес шешім.
   Ескерту. Көп жағдайда, коэффийциенттері  тұрақты сызықты теңдеулер көптеп кездеседі, яғни   




мұндағы және  - тұрақтылар.

Бұл теңдеуді  алмастыруы арқылы немесе айнымалыларын ажырату арқылы шешуге болады:


Соңғы теңдеу, айнымалылары ажыратылған теңдеу.

3 – тапсырма.

Сызықты теңдеулердің жалпы шешімін анықтаңыз.



1.                      Жауабы: 


2.  , 	         Жауабы:  


3.  , 		         Жауабы: 


4.    Жауабы: 


5.            Жауабы: 


6.   	       Жауабы: 

7.  

Жауабы: 
                  
4 – лекция.
Толық дифференциалды теңдеулер

Симметриялық түрде берілген мына  

M(x, y)dx+N(x, y) dy=0 			(1)

дифференциалдық теңдеудің сол жағы кейбір екі айнымалы U(x, y) функциясының толық дифференциалына тең болса, яғни 
M(x,y)dx+N(x,y)dy=dU(x,y) 		(2)
онда (1) теңдеуді толық дифференциалды теңдеу деп атайды.
Соңғы (2) теңдікті пайдалансақ (1) теңдеуді былай жазуға болады:

dU(x, y)=0	 			(3)
Бұдан 
U(x, y)=C 				(4)

өрнегі (1) теңдеудің жалпы интегралы болатынын көреміз. Сондықтан осы U функциясын табу жолын келтірейік. 
Әдетте берілген теңдеудің толық дифференциалдығын бірден байқау мүмкін емес. Сондықтан ондай жағдайы анықтайтын белгілі келтірейік.


Айталық, (1) теңдеудегі M(x,y) және N(x,y) функциялары кейбір D облысында өзінің дербес туындылары  және мен бірге үздіксіз функциялар болсын.
  Теорема. Берілген (1) теңдеу толық дифференциалды теңдеу болу үшін бір байланысты  D облысында

				(5)
тепе-теңдігінің орындалуы қажетті және жеткілікті.
  Дәлелдеуі. Қажеттігі. Айталық (1) теңдеудің сол жағы кейбір U(x,y) функциясының толық дифференциалы болсын:

	 (6)
Бұл тепе-теңдіктен мына қатынастарды аламыз:

 	(7)
Соңғы қатынастардың біріншісін У бойынша, екіншісін х бойынша дифференциалдасақ

 			(8)
тепе-теңдіктері шығады. Шарт бойынша тепе-теңдіктердің оң жақтары үздіксіз. Ендеше олардың сол жақтары да үздіксіз. Ал үздіксіз функцияның аралас дербес туындылары өзара тең болады да,

			(9)
тепе-теңдігі алынады.
  Жеткіліктілігі. Айталық (5) шарт орындалсын. Алдымен (7) қатынастардың біріншісін қанағаттандыратын U(x,y) функциясын іздейік.
Сол бірінші қатынасты х бойынша интегралдасақ мынандай функция аламыз:

		 (10)
мұнда (y) -тек у-ке байланысты кез-келген функция және ол үздіксіз дифференциалданатын функция болсын.
Енді осы (y)  функциясын (7) қатынастардың екіншісі орындалмайтындай етіп алайық, яғни 

		(11)
Бұл жерде мына теңдікті көрсете кетейік:


Сондықтан  (11) қатынас былай жазылады:
N(x,y)-N(x0,y)+’ (y)=N(x,y),

немесе

 			(12)
Осыдан

 			(13)
Осы табылған (y) функциясын (10) өрнекке апарып қоятын болсақ,

	(14)
Функциясын аламыз. Ал бұл функцияны кез-келген С санына теңестірсек, онда берілген (1) теңдеудің жалпы интегралын аламыз:

		(15)
Егер U(x,y) функциясын құруды (7) қатынастардың екіншісінен бастасақ, онда (1) теңдеудің жалпы интегралының түрі мынандай болады:

 		(16)
1-мысал . (2xy-1)dx+(3y2+x2)dy=0 теңдеуінің жалпы интегралын табу керек болсын.
Шешуі:  M(x,y)=2xy-1, N(x,y)=3y2+x2;


яғни   
Бұл теңдеу толық дифференциалды теңдеу. (15) өрнекті пайдаланып жалпы интегралды іздейміз. Мұнда  x0=0, y0=0 деп алайық. Сонда: 


немесе  x2y-x+y3=C

Көп жағдайда берілген (1) теңдеу толық дифференциалды теңдеу бола бермейді. Бұл жағдайда теңдеуді қолайлы бір функцияға көбейту арқылы толық дифференциалды теңдеуге келтіруге болады. Егер ондай функция табылып жатса, оны интегралдаушы көбейткеннен әдепкі теңдеудің жалпы шешімі өзгермейді.

Интегралдаушы көбейткішті табу үшін (1) теңдеудің екі жағын белгісіз  функциясына көбейтіп, мына теңдеуді аламыз:

(17)
Бұл теңдеу толық дифференциалды болу үшін жоғарыда көрсетілген қажетті шартты жазайық:

			(18)
Бұл теңдікті ашып жазсақ:



немесе 

		 (19)
теңдігін аламыз. Бұл теңдеу – дербес туындылары дифференциалдық теңдеу. Оны шешу көп жағдайда (1) теңдеуді шешуден оңайға түспейді. Ол тек кейбір дербес жағдайларда ғана интегралданады. 
Әдетте, интегралдық көбейткіш тек х-қа, не у-ке ғана байланысты түрде ізделінеді. Сондықтан дербес туындылары (19) теңдеу жәй дифференциалдық теңдеуге айналады да оның шешімін табу оңайланады.
Жалпы, интегралдық көбейткіші іздеу жолы өз алдына бір мәселе. Оған біз тоқталмаймыз.

  2-мысал.   теңдеуінің жалпы интегралын табу.

  Шешімі.  Мұнда  

Бұдан,     

    Яғни берілген теңдеу – толық дифференциалды. Бұл теңдеудің шешімін (4) формула бойынша табамыз. Мұндағы  нүктесі ретінде координаталар жүйесінің бас нүктесін аламыз:


 немесе 

   3-мысал.   теңдеуінің жалпы интегралын шешу.



   Шешімі.  Мұнда,  және . Яғни,  шарты орындалады.

Сондықтан берілген теңдеу толық дифференциалды.  нұктесі ретінде координаталар жұйесінің бас нүктесін алып берілген теңдеудің жалпы интегралын табамыз:


 немесе 
  

   4-мысал.  теңдеуінің жалпы интегралын анықтау.


   Шешімі. Мұнда  және .
Яғни, толық дифференциалдың шарты орындалмайды. Бұл теңдеудің интегралдау көбейкіші табылатындығын тексерейік:



яғни бұл теңдеудің интегралдаушы көбейтіші тек -қа қатысы. Олай болса, (5) формула бойынша:

.

Берілген теңдеудің екі жағында табылған , интегралдаушы көбейткішіне көбейтсек:



Бұл теңдеудің толық дифференциалды екендігін тексеру қиын емес.  нүктесі ретінде (1;0) нүктесін алып соңғы теңдеуді интегралдаймыз:



 яғни  немесе 
Бұл шешім берілген теңдеудің жалпы интегралы.

   5-мысал.    теңдеуінің жалпы интегралын табу. 


   Шешімі.  Мұнда  және  болғандықтан толық дифференциалдың шарты орындалмайды. Интегралдаушы көбейткіштің табылуын тексерейік:



болғандықтан беірлген теңдеудің интегралдаушы көбейткіші бар және ол тек -ке қатысты. Сондықтан оны (6) формула бойынша табамыз:


Берілген теңдеудің сол жағын, табылған  интегралдаушы көбейткішіне көбейтсек, онда:


Бұл теңдеу толық дифференциалды, себебі  


 және .


 нүктесі ретінде,  нүктесін алып (4) формула бойынша:


 немесе 
                                               

4 – тапсырма.

1-10 есептердегі теңдеулердің жалпы интегралын табыңыз.
1.(2xy-3)dx+(x2+1)dy=0.                           Жауабы: x2y-3x+y=c.
2. (2xy3+4y)dx+(3x2y2+4x)dy=0               Жауабы: х2у3+4ху=с.

3.                               Жауабы: 4х2+у2=сх.
4.3х2еydx+(x3ey-1)dy=0.                            Жауабы: х3еу-у=с.
5.(3x2+2y)dx+(2x-3)dy=0.                        Жауабы: х3+2ху-3у=с.
6.(xcos2y+1)dx-x2sin2ydy=0.                   Жауабы: х3у-2х2у2+3у4=с.

7.(x-cosy)dx+(xsiny+cosy)dy=0.              Жауабы: .
8.(y2-excosy)dx+(2xy+exsiny)dy=0.          Жауабы: xy2-excosy=c. 

9..     Жауабы: x2lny-tgx+cosy=c.


10.. Жауабы: .  
11-20 есептердегі теңдеулердің интегралдаушы көбейткішін тауып, оларды шешіңіз.

11. (x2-y)dx+xdy=0.                              Жауабы: .

12. 2xtgydx+(x2-2siny)dy=0.                Жауабы: . 
13. (e2x-y2)dx-ydy=0.                              Жауабы: =е-2х; у2=(с-2х)е2х .

14. (1+3x2siny)dx-xctgydy=0.                Жауабы:   
15. 4xydx+(y3+4x2)dy=0.                        Жауабы: =y; 10x2y2+y5=c.

16. (xy-4)dx+x2 dy=0.                             Жауабы: 
17. cosydx+(siny+ex)dy=0.                     Жауабы: (=е-х; у=с+е-xcosy.
18.(xsiny+ycosy)dx+(xcosy-ysiny)dy=0.Жауабы:=ех;ех(xsiny+ycosy-siny)=c.


19. y2dx+(yx-1)dy=0.                              Жауабы:    

20. (x2-3y2)dx+2xydy=0.                         Жауабы: 


5 – лекция.
Туынды бойынша шешілмеген теңдеулер

Туынды бойынша шешілмеген теңдеулердің жалпы түрін мынандай өрнекпен жазуға болады:

                 		 (1)

мұндағы F кейбір  облысында анықталған үздіксіз функция.
Анықтама 1. <a, b> аралығында анықталған y=(x) функциясы (1) теңдеудің шешімі деп аталады, егер мынандай үш шарт орындалса:
1) (x) функциясы <a, b> аралығының барлық нүктесіндегі дифференциалданатын болса, 
2) 

3) 


Туынды бойынша шешілген теңдеу сияқты туынды бойынша шешілмеген теңдеу де ХОУ жазықтығында бағыттар өрісін айқындайды. Бірақ бұл өріс жалғыз болмауы мүмкін. Себебі, (1) теңдеуді у бойынша шешкенде оның бірнеше түбірлері болуы мүмкін:  . Жалпы жағдайда (1) теңдеуді у  бойынша шешу мүмкін бола бермейді. Бірақ, басқа айнымалылары бойынша шешілуі мүмкін. Мұндай жағдайда параметр енгізу әдісін қолданады.
          Айталық (1), теңдеу у бойынша шешілген делік: y=f(x, y’). Бұл жағдайда у =p параметрін енгізу арқылы

                         		(2)
теңдеуін аламыз. Осы қатынастан толық дифференциал алып, алмастырудағы – байланысын ескерсек, онда мынандай теңдеу аламыз:

         		   (3)
немесе 
M(x, p) dx + N (x, p)dp=0      			    (4)
           Бұл теңдеу бұрын қарастырылған теңдеулердің қатарына жатады. Егер оның - жалпы интегралы белгілі болса, онда 

                       	(5)
түріндегі қатынастары (1) теңдеудің интегралдық қисығын анықтайды.
Дәл осы сияқты, (1) теңдеу х бойынша шешілген болса: x=f(y, y ) онда  y =p  параметрін енгізіп, толық дифференциал алатын болсақ:

   		(6)
теңдеуін аламыз. Бұл теңдеуде симметриялы түрге келтіріледі:

 			  (7)
Егер соңғы теңдеудің 99 шешімі белгілі болса, онда

                     		 (8)
қатынастары (1) теңдеудің жалпы шешімінің параметрлік түрін береді.

        Параметр енгізу әдісінің ерекшелігін байқау үшін Лагранжы теңдеуін қарастырайық:

        			   (9)
Бұл теңдеуге y =p(dy=pdx) алмастыруын жасап, толық дифференциалын табайық;

.
Осыдан:



немесе 

 		(10)
түріндегі сызықтық біртексіз теңдеу аламыз. Тұрақты санды вариациялау әдісімен теңдеудің жалпы шешімін оңай жазамыз:
x=Ф(p, c).
Соңғы қатынасқа бастапқы теңдеудің параметрлік түрін қосып жазсақ, жалпы шешімнің параметрлік түрін аламыз:

                             		      (11)


Егер  болса, онда осы теңдеудің нақты шешімдерін: , бастапқы теңдеуге қойып, 


y=pix+(pi)  (i=    			 (12)
түріндегі шешемдер аламыз. Бұл шешімдер ерекше шешім болуы мүмкін.
Енді осы Лагранж теңдеуінің дербес түрін қарастырайық.

y=xy’+         			     (13)
        Бұл теңдеуді Клеро теңдеуі деп атайды. Жоғары айтылған әдіс бойынша: 
y =p белгілеуін енгізейік:

y=xp+   				 (14)
     Осыдан толық дифференциал тауып, dy=pdx қатынасын пайдалансақ, онда
теңдігін аламыз. Ал бұдан 

 				 (15)
Соңғы теңдеу екі теңдеуге бөлінеді: 
dp=0 және x+(c)			 (16)
Осыдан, егер болса dp=0, онда p=c. Мұны бастапқы теңдеуге апарып қойсақ, 
y=Cx+(c)         				  (17)
түріндегі жалпы шешім аламыз.
Егер (16) теңдеудің екіншісі орын алса, онда 

       			  (18)
түріндегі Клеро теңдеуінің параметрлік ерекше шешімін аламыз.
      Енді тұйық түрде интегралданатын теңдеулерді келтірейік.
1.    F(y’)=0.                                                            (19) 
Бұл теңдеудің y’=b түрінде нақты шешімі болуы мүмкін:   Сонда қатынасын интегралдап, өрнегін табамыз. 

Осыдан:  . Бұл қатынасты (19) теңдеуге апарып қойсақ, 

                         		          (20)
түріндегі жалпы интеграл аламыз.
Жаттығулар мен әдістемелік нұсқаулар:
1-мысал.  y13+y12-y+1=0 теңдеуінің жалпы интегралы мына түрде жазылады: 


2.   F(x, y )=0                                                        (21)


Бұл теңдеуі у  бойынша шешуге мүмкіншілік болмаса, онда жаңа параметрді ені қатынаспен енгізу ыңғайлы:  Ал болғандықтан мынандай теңдеу жазамыз:


Бұдан:

 
 Осы өрнектің қасына х-тың параметрлік түрін қосып жазсақ:

            		(22)
түріндегі параметрлік шешімді аламыз. 


2-мысал.  теңдеуінің шешімін табу үшін  түрінде жаңа параметр енгіземіз. Сонда: x=sint болатынын берілген теңдеулер көреміз.



Осыдан: 

Сонда: 
функциялары берілген теңдеудің параметрлік түрдегі жалпы шешімін береді.
 3. F(y, y )= 0  	                        	                (23)

Бұл теңдеуге де параметрді екі қатынаспен енгізу ыңғайлы:   Бұдан: 


Соңғы қатынасты интегралдасақ, онда 


өрнегін аламыз. Бұған у-тың параметрлік түрін қосып жазсақ,

                                     	     (24)
түріндегі параметрлік шешім аламыз.

3-мысал.  теңдеуінің жалпы шешімін табу үшін: y=cht, y’=sht  алмастыруларын пайдаланамыз. Сонда:


Сондықтан


теңдіктері берілген теңдеудің параметрлік түрдегі жалпы шешімі болады.  
      Жалпы жағдайда қарастырайық:
                                F(x, y, y’ )=0                         (25)
Егер бұл теңдеу екі параметрмен өрнектеледі деп есептесек, онда теңдеуді туынды бойынша шешілген түрге келтіруге болады.

                             (26)
функциялары екі U және v параметрлерімен анықталған болсын. Бұл функциялардың күрделі функция түрінде толық дифференциялдарын тауып,  dy=y’dx теңдігіне қоятын болсақ,  онда:


қатынасын аламыз. Бұдан сәйкес мүшелерін жинастырып, 

                                                        (27)
түріндегі теңдеуге келеміз.  v=w(u, c) - (27) теңдеудің жалпы шешімі болса, онда (25) теңдеудің параметрлік жалпы шешімі былай жазылады:

                       (28)
Кері алмастыру арқылы берілген теңдеудің жалпы интегралын табуға болады.



                           5 – тапсырма.
Лагранж және Клеро теңдеулерін шешіңіз.



1.  	         Жауабы: 

2.  		          

Жауабы : 

3.  		          

Жауабы: 

4.  		          

Жауабы : 

5.  		          

Жауабы: 

6 – лекция.


 Қарапайым -ші ретті дифференциалдық теңдеу 
      Қарапайым n-ші ретті теңдеу мына түрде жазылады

.                                            (1)

      Бұл теңдеудің шешімі, тізбектеп -рет интегралдау арқылы табылады.

  екендігін ескеріп, (1) теңдеудің екі жағында интегралдасақ:





мұндағы   - -тің кез келген мәні, ал  - интегралдау тұрақтысы. 

Әрбір интегралдауда, бір  кез-келген тұрақты қосылып, нәтижесінде кез-келген  тұрақтылары шығады.
Жаттығулар мен әдістемелік нұсқаулар:

1-мысал.  теңдеуін шешіңіз.
Шешімі. Тізбектеп интегралдаймыз:








2-мысал.  теңдеуінің жалпы шешімін және бастапқы  шарттарды қанағаттандыратын дербес шешімін табыңыз.
Шешімі. Тібектеп интегралдаймыз:





- жалпы шешім. Теңдеудің дербес шешімін табу үшін берілген алғашқы шарттарды пайдаласын  және  тұрақтыларын анықтасақ, онда: Сондықтан берілген теңдеудің дербес шешімі:



3-мысал.  теңдеуін шешіңіз.
Шешімі. Интегралдауды жеңілдету үшін теңдеудің сол жағын түрлендіреміз:


яғни [image: ].
Тізбектеп интегралдайық: 




 Немесе,


4-мысал.   алғашқы шарттарын қанағаттандыратын,  дифференциалдық теңдеуінің дербес шешімін табыңыз.

Шешімі. Берілген теңдеуді тізбектеп интегралдау арқылы оның жалпы шешімін табайық:





Алғашқы шарттарды пайдаланып, және  тұрақтыларының мәнін 

.

теңдеулер жүйесінен табамыз, яғни 

Олай болса теңдеудің дербес шешімі:


                              6 – тапсырма.

Теңдеулердің жалпы  шешімін анықтаңыз.





                    


                                           


                                        


                                                                             


                                             


                                       



                                   .  


                                                               


                           


                                      .


                                  .  


                            


                                  


                                   . 


                                 .


                         .


                              


                                    .


                               


                                   7 - лекция

  Коэффициенттері тұрақты екінші ретті сызықты біртекті теңдеулер 

      Біртекті дифференциалдық теңдеу берілсін, яғни

                                          (1)


мұндағы    және  - тұрақты нақты сандар. Теңдеудің жалпы интегралын табу үшін екі сызықты байланысты емес дербес шешімдерін табамыз. 
Дербес шешімдерін


                                        (2)

түрінде іздейміз. Онда,  

 -тің мәндерін (1) теңдеуге қойсақ:

 

  болғандықтан,  

                                          (3)
   (3) теңдеу  (1) теңдеудің сипаттама теңдеуі деп аталады. Оның шешімі:



  өрнегінің таңбасына байланысты үш түрлі жағдайларды қарастырамыз.


1-жағдай. Сипаттама теңдеудің түбірлері нақты және әр түрлі, егер  болса,  яғни 
Бұл кезде теңдеудің дербес шешімдері


Бұл шешімдер сызықты байланысты емес, себебі


Сондықтан теңдеудің жалпы шешімі,                               

.
  

1-мысал.   теңдеуін шешіңіз.
Шешімі. Сипаттама теңдеу:



Оның шешімі: 
Сондықтан берілген теңдеудің жалпы шешімі:



2-мысал    теңдеуін шешіңіз. 


Шешімі.    сипаттама теңдеуін  шешіп, оның түбірлерін табамыз. Олар,  Онда берілген теңдеудің жалпы шешімі:

                         


2-жағдай.  Сипаттама теңдеудің түбірлері нақты және бір-біріне тең, яғни    [image: ] егер   болса. Сондықтан (1) теңдеуің дербес шешімінің бірі  , себебі  [image: ]     

        Бұл шешімге сызықты байланысты емес барлық  басқа,  -дербес шешім міндетті түрде төмендегідей алынады: 

                                       


мұндағы   - тұрақтыға тең болмайтын, -тың қандай да бір функциясы.
Олай болса, 

                                


 Бұл функцияны  х бойынша екі рет дифференциалдап,  -тің  мәндерін (1)  теңдеуге қойып, оны     жалпы  көбейткішіне қысқартып, алынған теңдеуді шешсек:


  немесе   


мұндағы    және    - кез келген тұрақтылар. Олай болса, 




Бізді тек бір дербес шешім қызықтыратын болғандықтан  ,  десек, онда     


Сонымен бұл жағдайда  (1) теңдеудің жалпы шешімі:  



1-мысал.   теңдеуін шешіңіз. 


Шешімі:   сипаттама теңдеуінің түбірлері  Сондықтан  берілген теңдеудің жалпы шешімі мына түрде жазылады:      

                                                                                                                            
3-жағдай. Сипаттама теңдеудің түбірлері жорамал сандар. Жорамал түбірлер әр уақытта түйіндес  болғандықтан, оларды  мына түрде жазамыз: 



мұндағы   
Онда дербес шешімдер төмендегідей жазылады: 

                  
онда,  берілген теңдеудің жалпы шешімін мына түрде жазамыз:

                        


мұндағы     және   - кез келген тұрақтылар.


1-мысал.   алғашқы шарттырды  қанағаттандыратын  теңдеуінің дербес шешімін табыңыз.  


Шешімі:  сипаттама теңдеуінің түбірлері,  Сондықтан теңдеудің жалпы шешімін төмендегідей жазамыз:




Берілген алғашқы шарттарды пайдаланып   және  тұрақтыларының мәндерін табамыз. Бірінші шарттың негізінде, 


            болғандықтан,  
Теңдеудің жалпы шешімін дифференциалдаймыз:



Онда екінші шарттың негізінде  
Сондықтан берілген теңдеудің дербес шешімі: 




2-мысал.   теңдеуінің жалпы интегралын және  алғашқы шарттарын қанағаттандыратын дербес шешімін табыңыз. 


Шешімі.   сипаттама теңдеуінің түбірлері,   болғандықтан, берілген теңдеудің жалпы интегралы






Теңдеудің дербес шешімін табу үшін алдымен  -ты табамыз, яғни   Алғашқы шарттарды пайдаланып ,  тұрақтыларын төменгі теңдеулер жүйесінен анықтаймыз:






Бұдан, Олай болса берілген теңдеудің дербес шешімі, 



                                          7 – тапсырма.
Теңдеулердің жалпы шешімін табыңыз.
1-14 есептердегі теңдеулердің шешімін анықталмаған коэффициенттер әдісімен шешіңіз.


1..                    Жауабы: .


2..                         Жауабы: .


3. .                Жауабы: .


4. .           Жауабы: .


5. .                   Жауабы: .


6..               Жауабы: .


7. .                  Жауабы: .


8. .  Жауабы:  .


9..    Жауабы: .


10. .                Жауабы:.


11. .           Жауабы:.


12. .           Жауабы:.


13. .            Жауабы:.


14. .            Жауабы:.

 
                                 8 – лекция.


 Коэффициенттері тұрақты -ші ретті сызықты біртекті теңдеулер

      Келесі түрге келетін немесе жазылатын 

                (1)


теңдеуді коэффициенттері тұрақты -ші ретті сызықты біртекті теңдеу деп атайды, егер    - коэффициенттері тұрақтылар болса.
   (1) теңдеудің жалпы шешімі төмендегідей жазылады: 

                                          (2)


мұндағы  - теңдеудің сызықты байланысты емес дербес шешімдері (фундаменталдық шешімдер жүйесі), ал  -кез келген тұрақтылар.
 (1) теңдеудің жалпы шешімін табу үшін оның сипаттама теңдеуін құрамыз:

                                       (3)
Онда, (1) теңдеудің жалпы шешімі (3) теңдеудің түбірлеріне байланысты: 
1) 

Әрбір нақты -бір ретті түбірлерге ( жай түбірлер ), жалпы шешімде  қосындысы сәйкес келеді;
2) 
Әрбір тұрақты -еселі түбірлерге, жалпы шешімде  

                               
қосындысы сәйкес келеді; 
3) 

Әрбір түйіндес бір реттік ,  екі жорамал түбірлерге, жалпы шешімде 

                           
           қосындысы сәйкес келеді; 
4) 


 еселі, әрбір түйіндес ,  түбірлерге  жалпы шешімде,  

қосындысы сәйкес келеді. 
Жаттығулар мен әдістемелік нұсқаулар:

1-мысал.  теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз.

Шешімі.  Сипаттама теңдеу, Бұл теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктесек, онда:


      немесе  

Демек. Сипаттама теңдеудің түбірлері нақты және әртүрлі сандар болғандықтан, берілген дифференциалдық теңдеудің жалпы шеші: 



2-мысал.  теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз. 

Шешімі. Сипаттама теңдеуін құрамыз: Бұл теңдеуден: 



Соңғы теңдеудің шешімі:  Демек, сипаттама теңдеудің бір жай және бір екі ретті шешімі бар. Олай болса, берілген дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі мындай түрде жазылады: 

3-мысал.   теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз. 


Шешімі. Бұл теңдеуге сәйкес келетін сипаттама теңдеу ,  немесе  

Бұдан,   Демек,  сипаттама теңдеудің екі нақты және екі жорамал түбірлері бар (олардың барлығы жай түбірлер). Сондықтан, берілген дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі мынадай түрде жазылады:



4-мысал. теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз.



Шешімі. Бұл теңдеуге сәйкес келетін сипаттама теңдеудің   немесе   екі ретті  жорамал түбірлері   болады. Сондықтан дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі мына түрде жазылады:



                         8 – тапсырма.
Теңдеулердің жалпы шешімін табыңыз.


1.    

  

2. 

 

3. 



4.             

5.    

        

                                 9 – лекция.
 Коэффициенттері тұрақты біртекті емес сызықты екінші ретті дифференциалдық теңдеулер.

Бұл теңдеу мына түрде жазылады:

.                                        (1)


мұнда , -тұрақтылар.
(1) теңдеуге сәйкес келетін біртекті теңдеу: 

                                               (2)


(1) теңдеудің жалпы шешімін табу үшін, алдымен (2) теңдеудің -жалпы шешімін тауып, сонан соң (1) теңдеудің - қандай да бір дербес шешімін табу керек. Олай болса, (1) теңдеудің жалпы шешімі:

.
   Жоғарыда, біртекті емес теңдеудің дербес шешімін табудың жалпы әдісі яғни, кез келген тұрақтыларды варияциялау әдісі келтірілді. 
   Коэффициенттері тұрақты кейбір теңдеулердің дербес шешімін интегралдамай-ақ оңай табуға болады (анықталмаған коэффициенттер әдісі).
   (1) теңдеудің осындай мүмкіндіктерінің бірнеше түрлерін қарастырамыз. 
1. (1) теңдеудің оң жағы

,                                                     (3)

Мұндағы - n-ші ретті көпмүшелік болсын. Бұл кезде дербес жағдайлар болуы мүмкін:


   а )7   саны  сипаттама теңдеудің түбірлері емес.
   Бұл кезде дербес шешім

                                        ,                     (4)

түрінде жазылады. Мұндағы -коэффициенттері белгісіз  n-ші ретті көпмүшелік. Белгісіз коэффициенттердн анықтау үшін ізделінді (4) дербес шешімеді (1) теңдеудің сол жағына қойып, сәйкес түрлендірулер жүргізеді.   Сонан соң алынған тепе-теңдіктің, сол жағы мен оң жағындағы х-тың бірдей дәрежелерінің алдындағы коэффициентерін теңестіруден шыққан сызықтық теңдеулер жүйесін шешіп, белгісіз коэффициенттерді анықтайды.
   б) саны сипаттама теңдеудің жай (бір ретті) түбірі. 
       Бұл кездегі дербес  шешім төмендегідей ізделінеді: 

   .                                                (5)

   в)  - саны сипаттама теңдеудің екі ретті түбірі. 
       Бұл кездегі дербес шешім төмендегідей ізделінеді.

      .                                                (6)
   
Жаттығулар мен әдістемелік нұсқаулар:

1-мысал.  теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз. 


Шешімі. Берілген теңдеуге сәйкес келетін біртекті теңдеудің сипаттама теңдеуі,  . Бұдан . Онда біртекті теңдеудің жалпы шешімі: 

.


Берілген теңдеудің оң жағындағы  өрнекте  . Ол сипаттама теңдеудің жай түбірі болғандықтан, дербес шешімді мына түрде іздейміз:  

.
Бұл өрнекті дифференциалдық теңдеуге қойсақ, онда:
2A-3(2Ax+B)=1+6x  немесе  -6Ax+2A-3B=1+6x.
Соңғы теңдеудің екі жағындағы х-тың бірдей дәрежесіндегі коэффициенттерді  теңестіруден,  мына жүйе шығады: 

.

Оның шешімі,  А=-1, В=-1. Сондықтан дербес шешім,   болады.
Олай болса, берілген теңдеудің жалпы шешімі мына түрде жазылады:

.

2-мысал.   теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз.


Шешімі. Біртекті теңдеуге сәйкестелген,   сипаттама теңдеудің шешімі . Демек,оның жалпы шешімі мына түрде жазылады:

.


Берілген теңдеудің оң жағындағы өрнегінде   саны сипаттама теңдеудің шешімі болмағандықтан, дербес шешімді мына түрде іздейміз:

.
Бұл өрнекті дифференциалдық теңдеуге қойсақ:

.

Теңдеудің екі жағында   қысқартып және х-тың бірдей дәрежесінің алдындағы коэффициенттерін теңестірсек, онда:



Бұдан,  Сондықтан дербес шешім:

.
Демек,теңдеудің жалпы шешімі:



3-мысал.  теңдеуінің дербес шешімін табамыз. 





Шешімі. Біртектес теңдеудің,   сипаттама теңдеуінің түбірлері  ,  санынан бөлек болғандықтан дербес шешімді,   түрінде іздейміз. Бұл шешімді дифференциалдық теңдеуге қойсақ, онда: , немесе  2А=2,  А=1. Демек, ізделінді дербес шешім: 

.

4-мысал.  теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз.





Шешімі. Біртектес теңдеудің,  сипаттама теңдеуінің шешімі   және  сипаттама теңдеудің жай түбірі. Демек, берілген теңдеуге сәйкес, біртекті теңдеудің -  және дербес -  шешімдерін мынадай түрде іздейміз:


, .

 -ны берілген теңдеуге қойып, төмендегі өрнекті аламыз:


 немесе .

Бұдан, А=1. Онда дербес шешім: .
Демек, берілген біртекті емес теңдеудің жалпы шешімі:

.

5-мысал.   теңдеуінің  дербес шешімін табыңыз.




Шешімі. Бұл жағдайда   және  саны сипаттама  теңдеудің түбірлері, яғни -екі ретті түбір. Сондықтан дербес шешімді төмендегідей іздейміз:

.
Бұл өрнекті дифференциалдық теңдеуге қойсақ, онда:


Бұдан, 2А=6 және А=3. Онда дербес шешім:

.

 2. (1) теңдеудің оң жағы

                             (7)
 түрінбе берілсін. Мұндағы P(x) және Q(x) – х-қа қатысты көпмүшеліктер. Бұл жағдайда, теңдеудің оң жағына байланысты дербес шешімдер төмендегідей анықталады: 

   а )   саны сипаттама теңдеудің түбірі болмаса, (1)  теңдеудің дербес шешімін мына түрде іздейміз:

                                            ,                         (8)


мұндағы  u(x) және v(x)- көпмүшеліктерінің реті  және  көпмүшеліктерінің ек үлкен ретіне тең;

   б )   саны  сипаттама теңдеудің түбірі болса, дербес шешімді мына түрде іздейміз:

                       ,      (9)


мұндағы  u(x) және v(x)- көпмүшеліктерінің реті  және  көпмүшеліктерінің ең үлкен ретіне тең;




   Келтірілген  (8) және (9) түрдегі дербес шешімдер, (7) теңдеудегі   және  көпмүшеліктерінің бірі нөлге тең болған жағдайда-да сақталады, яғни оң  жағы  немесе   болса.
   (1) теңдеудің оң жағы

                                         (10)
болған жағдайды бөлек қарастырған тиімді.Мұндағы M,N-тұрақтылар.

   а ) i саны сипаттама теңдеудің түбірі болмаса, онда дербес шешім мына түрде ізделінеді 

                     .                                                 (11)

   б ) Егер i саны сипаттама теңдеудің түбірі болса, онда дербес шешім мына түрде ізделінеді: 

                           .         (12)

(10) түрдегі функция (7) түрдегі функцияның дербес жағдайы ; ал  (11) және (12)-ші функциялар (8) және (9)-ші функциялардың дербес жағдайлары.

6-мысал.  теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз.



Шешімі.  -ті табамыз.  сипаттамма теңдеудің түбірі .
Онда,

.


Берілген теңдеудің оң жағына қатысты анықталатын дербес шешімді табайық. Мұнда ,  P(x)=3x,Q(x)=0, ал  саны сипаттама теңдеудің түбірі болмағандықтан, дербес шешімді төмендегідей іздейміз: 

,
мұндағы A,B,C,D анықталмаған коэффициенттер. Бұл шешімді дифференциалдасақ, онда:  



.


, -тың мәндерін берілген теңдеуге қойып,  cosx және sinx-тың алдындағы мүшелерді топтастырсақ, онда: 

.
xcosx, cosx, xsinx, sinx-тың алдындағы коэффициенттерді салыстырсақ, онда  



Бұл жүйенің шешімдері,  А=1, B=0,C=0,D=.

Демек,  .
Олай болса, берілген теңдеудің жалпы шешімі:

.

7-мысал.  теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз.

Шешімі. Сипаттама теңдеудің түбірлері  болғандықтан, теңдеуге сәйкес біртекті теңдеудің шешімі:

.


Біртекті емес теңдеудің дербес шешімін  (9)-ы  түрде іздейміз, себебі  және  сипаттама теңдеудің жай түбірі. 

Олай болса, .
Онда:




Табылған мәндерді берілген теңдеуге қойып,  cos2x және sin2x-тың алдындағы коэффициенттерді теңестіріп мындай теңдеулер жүйесін аламыз: 

4В=1, -4А=0, бұдан А=0, В= . Онда,

.
Демек, берілген теңдеудің жалпы шешімі:

.

8-мысал.   теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз.




Шешімі. Сипаттама теңдеудің шешімі  . Онда  . Біртекті емес теңдеудің дербес шешімін (9) –шы түрде іздейміз, себебі  және  саны сипаттама теңдеудің жай түбірі.Демек,

.
Туындыларын тапсақ: 

;

.


 , -ның мәндерін берілген теңдеуге қойып, ұқсас мүшелерін жинақтасақ:

.
cos3x және sin3x-тың коэффициенттерін теңестіріп мына теңдеулер жүйесін аламыз:  6В=9, -6А=16.


Бұдан,  В=, А=- . Онда,

.
Демек,берілген теңдеудің жалпы шешімі:

.

9-мысал.  теңдеуін шешіңіз.


Шешімі.  сипаттама теңдеудің шешімі  болғандықтан, біртекті теңдеудің  шешімі

 .



Берілген теңдеудің оң жағындағы  функцияны (8) теңдіктің оң жағындағы функциямен салыстырысақ   екендігін көреміз және  саны сипаттама теңдеудің түбірі емес. Онда біртекті емес  теңдеудің дербес шешімін мына түрде іздейміз: 

.
Бұл шешімді берілген теңдеуге қойып, ұқсас мүшелерін топтастырсақ, онда: 

.




cosx және sinx-тың  коэффициенттерін теңестіруден шыққан, 2А+4В=3, -4А+2В=0 теңдеулер жұйесінің шешімі  А=, В=. Сондықтан, дербес шешімі ,ал жалпы шешімі  болады.

10-мысал.  теңдеудін шешіңіз.



Шешімі.  сипаттама теңдеудің шешімдері , болғандықтан,








Берілген теңдеудің оң жағы екі  функцияның қосындысынан тұрады.  функциясы (3) түрде берілген.Мұнда ,  және   сипаттама. Теңдеудің жай түбірі . Сондықтан, -ны (5)-ші түрде іздейміз, яғни

.



Бұл функцияны дифференциалдап, берілген теңдеудің сол жағына қойып,  табылған теңдеуді  ке теңестірсек, онда: , яғни-8А=4, 2А-4В=-5 немесе   А=-, В=1.

Олай болса,  



Ал  функциясы  (9)-шы түрде берілген. Мұндағы   саны сипаттама теңдеудің шешімі болмағандықтан  дербес шешімді (8)-ші түрде іздейміз, яғни 

.
Дифференциалдасақ, онда 





,  -тың мәндерін берілген теңдеудің сол жағына қойып, алынған өрнекті   теңестірсек, онда


Бұдан,


 яғни С=-2,D=-1.Сондықтан,.
Сонымен, берілген теңдеудің жалпы шешімі төмендегідей анықталады:

.
Жалпы жағдайда, біртекті емес теңдеулердің дербес шешімі анықталмаған коэффициенттер әдісімен әр уақыта табыла бермейді. Мысалы, егер  теңдеудің оң жағы (6) пунктте келтірілген құрамдардан  өзгеше болса. Мұндай кездерде теңдеудің жалпы шешімін табу үшін, тұақтыларды варияциялау әдісін қолданады

11-мысал.   теңдеуін шешіңіз.
Шешімі. Берілген біртекті емес теңдеудің дербес шешімін, анықталмаған коэффициенттер әдісімен таба алмаймыз, себебі теңдеудің оң жағы (6)  пунктте келтірілген құрылымнан бөлек. Сондықтан, тұрақтыларды варияцилау әдісін қолданамыз.


 сипаттама теңдеудің түбірлері  болғандықтан 

.


Демек,  және -біртекті теңдеудің, екі сызықты байланысты емес шешімдері. Сондықтан, біртекті емес  теңдеудің  шешімін төмендегідей іздейміз:




мұндағы   және   функциялары  (3.4) пунктіндегі (6)  теңдеулер жүйесі бойынша анықталады, яғни 



Бұл жұйені (3.4) пунктіндегі  (7) формула бойынша шешіп, төмендегі шешімдерді аламыз:

,


Табылған теңдеулерді инегралдасақ, онда:





 және -тің мәндерін  теңдеуіне қойып берілген теңдеудің шешімін табамыз.Демек,


Бұл пунктте келтірілген тұжырымдар, коэффициенттері тұрақты сызықты бірінші ретті теңдеулерге де ақиқат.

9 – тапсырма.
Теңдеулердің жалпы шешімін анықтаңыз.

1..                    

Жауабы: .

2..                         

Жауабы: .

3. .                

Жауабы: .

4. .           

Жауабы: .

5. .                   

Жауабы: .
15-24 есептердегі теңдеулердің жалпы шешімін және анықталмаған коэффициенттер әдісімен дербес шешімінің түрін жазыңыз.


15. .              Жауабы:.


16. .              Жауабы: .


17. .                 Жауабы:.


18.  .  Жауабы:.

19. .  

              Жауабы:.

20..

           Жауабы:.

21..   

             Жауабы:.

22..

       Жауабы:.

23.. 

             Жауабы:.

24..         

             Жауабы: .

10 – лекция.
 Коэффициенттері тұрақты сызықты дифференциалдық  теңдеулер жүйесі

      Қалыпты түрде берілген келесі теңдеулер

,   	    (1)


жұйесі коэффициенттері тұрақты сызықты біртекті дифференциалдық теңдеулер жүйесі деп аталады, егер  -тұрақтылар, t-аргумент,  - ізделінді функциялар  болса. Бұл теңдеулер жүйесін, сызықты n-ші  ретті теңдеуге келтіріп (6 пунктті қара) шешуге болады. Сонымен қатар (1) жүйені n-ші ретті теңдеуге келтірмей-ақ шешуге болады. Осы жағдайды қарастырйаық . Ол үшін

=0.
анықтауышын құрамыз.
   Бұл теңдеу (1) жұйенің сипаттама теңдеуі деп аталады.Сипаттама теңдеудің түбірлері нақты және әртүрлі болған жағдайды қарастырамыз.

-сипаттама теңдеудің түбірлері дейік. Онда, (1) жүйенің шешімін мына түрде іздейміз:

,

-ны анықтап, берілген жұйенің жалпы шешімін төмендегідей табамыз:


   
Жаттығулар мен әдістемелік нұсқаулар:


1-мысал.   
теңдеулер жүйесінің жалпы шешімін табыңыз.
Шешімі. Берілген жүйенің сипаттама теңдеуін құрамыз:


         , немесе   .

Оның түбірлері,  Теңдеулер жүйесінің шешімін төмендегідей іздейміз:

.


 түбірі үшін,   -ді анықтауға төменгі жүйені құрамыз:

,
немесе 

.


Бұдан,  .  .
Демек, теңдеулер жүйесінің шешімі:




 түбірі үшін, -ні анықтауға төменгі жүйені құрамыз:

.


Бұдан,  және .
Онда, берілген теңдеулер жүйесінің екінші шешімі:


Демек, берілген теңдеулер жүйесінің жалпы шешімі:




2-мысал.  
коэффициенттері тұрақты біртекті сызықты дифференциалдық теңдеулер жұйесін, жоғары ретті дифференциалдық теңдеуге келтіру арқылы шешіңіз.  

Шешімі. Екінші теңдеуді  t бойынша  дифференциалдап, алынған теңдеудегі  -ны  теңдеулер жүйесінен алынған мәнімен  алмастырсақ, онда: 


Екінші теңдеуден  х-ты тауып, соңғы  теңдеуге қойсақ, онда: 





Алынған теңдеу, коэффициенттері тұрақты біртекті сызықты. Оның,  сипаттама  теңдеуінің түбірлері . Сонымен бұл теңдеудің жалпы шешімі:

 

у және   -ны х-тің  өрнегіне қойсақ, онда: 


Сонымен, берілген теңдеулер жұйесінің шешімі:


Коэффициенттері тұрақты біртекті сызықты теңдеулер жұйесін сипаттама теңдеудің көмегімен шешейі (Эйлер әдісі).
 

3-мысал.  
теңдеулер жүйесінің жалпы шешімін табыңыз.

Шешімі.  сипаттама теңдеудің  түбірлері 



 түбіріне сәйкес келетін жорамал шешім құрамыз:


1 и 2-ні төменгі жүйеден анықтаймыз:

,

Екінші теңдеу бірінші теңдеудің салдары болғандықтан, 1 , 2 үшін тек бір теңдеу аламыз, яғни  
1 = 1деп алсақ, онда 2 = -i. Демек,


Бұдан (нақты және жалған бөліктерін бөліп), екі сызықты байланысты емес дербес шешімдер аламыз, яғни


Фундаментальдық шешімдер жүйесінің бірінші және екінші қатарларын, сәйкес С1 және С2 тұрақтыларына көбейтіп, бағаналарын қоссақ; онда берілген дифференциалдық теңдеулер жүйесінің жалпы шешімін аламыз: 


Жүйенің сипаттама теңдеуінің түбірлері еселі болып келген жағдайды қарастырайық.
4- мысал.


теңдеулер жүйесін шешіңіз.
Шешімі. 


сипаттама теңдеуінің түбірлері,1  2,  2 = 3 = 1

Алдымен, 1 = 2 сипаттама санына сәйкес келетін дербес шешімдерді табайық, яғни 
1, 2, 3 –ті төмендегі жүйеден табамыз:


Бұл жүйенің анықтауышы нөл, ал рангісі 2 болғандықтан, жүйенің бір теңдеуі өзге екеуінің салдары болады. Сондықтан, үш белгісізі бар 2 теңдеулер жүйесіне келеміз:

   
Белгісіздердің біреуіне кез келген мән беріп, қалғандарын осыған қатысты анықтаймыз. Бірақ, 1, 2, 3 – белгісіздердің мәндері ретінде

.
Анықтауышының бірінші қатарының алгебралық толықтауышын алған оңай.
Демек, 1 = -3, 2 = 6, 3 = -6, немесе 1 = 1, 2 = -2, 3 = 2. Сондықтан,
1=2 сипаттама санына сәйкес келетін дербес шешімдер:


Еселігі екіге тең 2=3=1 сипаттама сандарына сәйкес келетін екі сызықты байланысты емес шешімдерді табайық. Бұл шешімдерді төмендегідей іздейміз:



мұндағы - коэффициенттері анықталмаған, реттері сипаттама санның еселігінен бірге кем х- тің көпмүшеліктері. Демек,

 
Бұл шешімдерді берілген дифференциалдық теңдеулер жүйесіне қойып А1, А2, В1, В2 , С1 , С2 тұрақтыларын анықтаймыз. Онда,

 
Оң және сол жағындағы х- тың коэффициенттерін теңестірсек, онда


Бұдан,А1=С1, В1=0, А2 =С1+С2, В2 =3С1. Мұндағы С1 және С2 – кез келген тұрақтылар. Соңғы жүйенің шешімі:


2=3=1 сипаттама сандарына сәйкес келетін сызықты байланысты емес дербес шешімдерді төмендегідей аламыз:

 
Бұл шешімдер жоғарғы шешімдердегі С1 және С2 тұрақтыларына белгілі бір мәндер бергеннен шығады( біріншісінде С1=1, С2=0, ал екіншісінде
С1=0, С2=1).
Берілген теңдеулер жүйесінің фундаменталдық шешімдер жүйесі:









Фундаментальдық шешімдер жүйесінің бірінші қатарын –ге, екіншісін – ге, ал үшіншісін –ке көбейтіп, бағаналарын қоссақ,онда берілген жүйенің жалпы шешімін аламыз, яғни



                                             10 – тапсырма.
Дифференциалдық теңдеулер жүйесін шешіңіз.




1.          2.     3.  
Жауаптары:

 1.;     

 2. ;

  3.;    
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